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Аннотация

Данная методическая разработка посвящена проблеме   подготовки обучающихся к сдаче ЕГЭ. В разработке представлен ряд задач, распределенных по тематике: задачи на проценты, задачи на смеси, растворы и сплавы. Разработка представляет теоретическую и практическую полезность для обучающихся 10 – 11 классов и для учителей математики, поскольку содержит основную теорию по указанным темам, примеры решения задач, а также набор задач для самостоятельного решения с ответами. Актуальность разработки состоит в том, что задачи на вышеуказанные темы включены в первую часть ЕГЭ. 

  Задачи по теме «Процентные вычисления».      

Понимание процентов и умение производить процентные расчеты в настоящее время необходимо каждому человеку. Однако практика показывает, что очень многие окончившие школу не имеют прочных навыков  обращения с процентами в повседневной жизни, задачи на проценты вызывают затруднения у учащихся. Тем не менее, прикладное значение этой темы очень велико и затрагивает финансовую, экономическую, демографическую, социологическую и другие стороны нашей жизни. Вызваны трудности, в частности тем, что тема «Проценты» изучается непродолжительно на первом этапе основной школы, когда учащиеся  в силу возрастных особенностей не могут получить полноценные представления о процентах, об их  роли в повседневной жизни. На последующих этапах обучения повторного обращения к этой теме не предусматривается. Однако текстовые задачи включены в конкурсные вступительные экзамены, в КИМы и ЕГЭ. Поэтому  учителю необходимо возвращение к процентам как на средней , так и на старшей ступени обучения. 

Рассмотрим основные понятия, вязанные с процентами. 

Процент –  это  сотая  часть  числа  (%),  тысячная  часть  числа  – промилле (‰).

Чтобы проценты выразить дробью, надо их число разделить на 100.

Три основных действия, связанных с процентами: 

1. Нахождение процентов данного числа. 

Чтобы найти a% от числа b, надо b·0,01 a  или  b·
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Например, 24% от 80 составляют 
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 = 19,2 или 80 · 0,24 = 19,2.

2. Нахождение числа по его процентам. 

Если известно, что a% числа х равно b, то число х можно найти  так:           х =  b : 0,01a или х = 
[image: image3.wmf]a
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 · 100.

Например: если 2% вклада в сберкассу составляют 120 рублей, то этот вклад равен 120 : 0,02 = 6000 рублей или 
[image: image4.wmf]2
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 · 100 =  6000 рублей. 

3. Нахождение процентного отношения чисел. 

Чтобы найти процентное отношение чисел, надо отношение этих чисел умножить на 100%, то есть 
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 · 100%. 

Например, сколько процентов составляет 150 от 600? 
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· Если aбольше (меньше) b на р %, то a = b ± 0,01 pb = b (1 ± 0,01p).

Пример: Насколько процентов надо увеличить число 90, чтобы получить 120? 

120 = 90 + 90 · 0,01р

120 = 90 (1 + 0,01р)

1 + 0,01р  = 
[image: image7.wmf]
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0,01р = 
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р = 33
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Ответ: на 33
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· Если а возросло (уменьшилось) на р процентов, то новое значение а стало равно  а ± а · 0,01р = а (1 ± 0,01р).





Задачи на процентный прирост

Решение задач на процентный прирост основано на использовании следующих понятий и формул. Если некоторая переменная величина в начальный момент имеет значение Y0  и затем возрастает на р%, то это означает, что ее значение увеличивается на величину 
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 Y0, то есть становится равной Y1 = Y0 (1 +
[image: image13.wmf]100

p

). Если новое значение Y1  увеличивается еще на q%, то величина становится равной Y2 = Y1 
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Примечание: Если значение величины уменьшается, то в формуле стоит знак «–».

Задача 1. Зарплата была 200 денежных единиц. Ее повысили на 20%, а новую понизили на 20%. Сколько денежных единиц составляет зарплата?

Решение. 

S = 
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Ответ: 192 денежных единицы. 

Задача 2. Цена понизилась на 20%, затем еще на 30%, и еще на 50%.  На сколько всего процентов понизилась первоначальная цена? 

Решение: Пусть первоначальная цена товара понизилась всего на х%. По формуле S3 = 
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 = 0,28S0, тогда  

 0,28 = 
[image: image20.wmf]100

100

õ

-

; х = 72. 

Ответ: на 72%.

Задача 3. Вкладчику на его сбережения сбербанк через год начислил 6000 рублей процентных денег. Добавив еще 44 000 рублей, вкладчик оставил деньги еще на год. По истечении года вновь было произведено начисление процентов, и теперь вклад вместе с процентами составил 257 500 рублей. Какая сумма первоначально была положена в сбербанк? 

Решение. 

Пусть х рублей было положено в сбербанк, у% - годовой процент, который дает сбербанк. Так как через год с первоначальной суммы сбербанк начислил 6000 рублей процентных денег, то х
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 = 6000. К концу первого года вклад составил (х + 6000) рублей. Вкладчик добавил 44 000 рублей, и к началу второго года вклад составил (х + 50 000) рублей. Тогда (х + 50 000) + (х +  +50 000) · 
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 = 257 500.

Имеем систему уравнений: 
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Решив эту систему, получим две пары чисел 
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Вторая пара не подходит по смыслу задачи. 

Ответ: 200 000 рублей. 

Задача 4. На заводе производительность труда в 1999г. повысилась на 25% по сравнению с 1998г. На сколько процентов меньше была производительность труда в 1998г., чем в 1999г.?

Решение. 

Пусть А и В – производительности труда на заводе соответственно в 1998 и в 1999 годах. По условию 
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. В задаче надо найти величину 
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Из условия В = 1,25А. Подставляя В в искомую величину, получим 
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Ответ: 20%. 

Задача 5. Некоторая сумма денег была помещена в банк на два разных вклада: один с доходом 6% в год, а другой – 5% в год. Общий годовой доход составил 51 рубль. Если внесенные вклады поменять местами, то годовой доход составит 48 рублей. Какая сумма внесена в банк? 

Решение.

Пусть на вклад с доходом 6% положили х рублей, а с доходом 5% - у рублей. Составим таблицу:  

	Процент годовых
	Величина вклада
	Доход по вкладу
	Величина вклада
	Доход по вкладу

	6%
	х руб.
	0,06х руб.
	у руб.
	0,06 у руб.

	5%
	у руб.
	0,05у руб.
	х руб. 
	0,05х руб. 


Составим систему: 
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Сложив уравнения системы, получим: 11х + 11у = 9900, т. е. х + у = 900, а это и есть общая сумма вклада. 

Ответ: 900 рублей. 

Задача 6. В начале года на сберкнижку было положено 1640 рублей, а в конце года после начисления процентов взято обратно 882 рубля. Еще через год на сберкнижке снова оказалось 882 рубля. Сколько процентов начисляет банк в год? 

Решение. 

Пусть х – процент начисления по вкладу сбербанком в год. Тогда к началу второго года на сберкнижке оставалось (1640 (1 + 
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) – 882) рублей. За второй год на эту сумму начислено х% годовых.  Получаем уравнение: 

(1640 (1 + 
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Пусть 1 + 
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 = t (t > 0), тогда 1640t2 – 882t – 882 = 0, отсюда t = 1,05. Таким образом, х = 5%. 

Ответ: 5%. 

Рассмотрим схемы расчета банка с вкладчиками. В зависимости от способа начисления проценты делятся на простые и сложные. 

Простые проценты.

Увеличение вклада S0 по схеме простых процентов характеризуется тем, что суммы процентов в течение всего срока хранения определяются исходя только из первоначальной суммы вклада, независимо от срока хранения и количества начисления процентов. Пусть вкладчик открыл сберегательный счет и положил на него S0 рублей. Банк обязуется выплачивать вкладчику в конце каждого года р%  от первоначальной суммы S0. Тогда по истечении одного года величина вклада станет равной S = S0 + S0 · 
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р% называют годовой процентной ставкой. Если по прошествии одного года вкладчик снимет со счета начисленные проценты, S0 
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, а сумму S0 оставит, в банке вновь начислят S0 
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 рублей, а за два года начисленные проценты составят  2 S0 
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 рублей. 
Через n лет на вкладе по формуле простого процента будет

 Sn = S0(1 + 
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Рассмотрим другой способ расчета банка с вкладчиком: Если вкладчик не снимает со счета сумму начисленных процентов, то эта сумма присоединяется к основному вкладу, а в конце следующего года банк будет начислять р% уже на новую, увеличенную сумму. Это означает, что банк станет теперь начислять проценты не только на основной вклад S0, но и на проценты, которые на него полагаются. Такой способ начисления «процентов на проценты» называют сложными процентами. 

Sn = S0(1 + 
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Задача 7. Банк выплачивает вкладчикам каждый год 8% от внесенной суммы. Клиент сделал вклад в размере 200 000 рублей. Какая сумма будет на его счете через 5 лет, через 10 лет? 

Решение. 

Используя формулу Sn = S0(1 + 
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S5 = 200 000 (1 + 
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Ответ: 280 000  рублей. 360 000 рублей. 

Задача 8. При какой процентной ставке вклад на сумму 500 рублей возрастет за 6 месяцев до 650 рублей? 

Решение. 

500 (1 + 
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Ответ: 5%. 

Задача 9. Каким должен быть начальный вклад, чтобы при ставке 4%  в месяц он увеличился за 8 месяцев до 33 000 рублей? 

Решение. 

S0(1 + 
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S0 = 25 000 рублей. 

Ответ: 25 000 рублей. 

Задача 10. Вкладчик открыл счет в банке, внеся 2000 рублей на вклад, годовой доход по которому составляет 12%, и решил в течение шести лет не брать процентные начисления. Какая сумма будет лежать на его счете через 6 лет? 

Решение. 

Воспользуемся формулой сложных процентов. 

Sn = S0(1 + 
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S6 = 2000(1 + 
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)6 = 2000 · 1,126 = 2000 · 2508,8 = 3947,65 рублей. 

Ответ: 2947,65 рублей. 

Задача 11 (содержание влаги). Арбуз весил 20 кг и содержал 99% воды. Когда он немного усох, то стал содержать 98% воды. Сколько теперь весит арбуз? 

Решение. 

Вес «сухого вещества» в арбузе составляет 100 – 99 = 1%. 

20 · 0,01 = 0,2 кг. 

После «усыхания» арбуза вес «сухого вещества» составляет 100 – 98 = 2% или 0,2 : 0,02 = 10 кг. 

12. На рынке костюм, состоящий из пиджака и брюк, стоит на 20% дешевле, чем такой же костюм в магазине. Причем брюки стоят на 35% дешевле, чем в магазине, а пиджак на 10%. Сколько процентов стоимости этого костюма в магазине составляет стоимость пиджака?

Решение: 

Пусть х рублей стоит пиджак в магазине, а у рублей стоят брюки в магазине. 

(х + у) рублей – стоимость костюма в магазине. 

0,8 (х + у) рублей – стоимость костюма на рынке. 

(0,65у) рублей – стоимость брюк на рынке. 

(0,9х) рублей – стоимость пиджака на рынке. 

Получим уравнение: 

0,65у + 0,9х = 0,8 (х + у)

2х = 3у 

х = 1,5у 
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Ответ: 60%.




Задачи на смеси, растворы, сплавы

При решении задач данного типа используются следующие допущения: 

1. Всегда выполняются «Закон сохранения объема или массы»: если два раствора (сплава) соединяют в «новый» раствор (сплав), то: 

V = V1 + V2 – сохраняется объем. 

m = m1 + m2 – закон сохранения массы. 

2. Данный закон выполняется для отдельных составляющих частей (компонентов) сплава (раствора). 

3. Задачи на смеси, растворы и сплавы называют еще задачами на процентное содержание или концентрацию. Введем основные понятия. Говоря о смесях, растворах и сплавах будем употреблять термин «смесь» независимо от ее вида. Смесь состоит из «чистого» вещества и «примеси». Долей а чистого вещества в смеси называется отношение количества чистого вещества m в смеси к общему количеству M в смеси при условии, что они измерены одной и той же единицей массы или объема: а = 
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[image: image53.wmf]a

m

, где 0 
[image: image54.wmf]£

£

a

 1. Условная запись: 

Доля чистого вещества в смеси равна количеству чистого вещества в смеси,  деленному на общее количество смеси. 

Процентным содержанием чистого вещества в смеси (с) называют его долю, выраженную процентным отношением: с = а · 100%, а = 
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Полезна также формула, по которой рассчитывают концентрацию смесей, сплавов: n = 
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- масса вещества в растворе (сплаве),  
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 - масса всего раствора, сплава. 

Задача 1. Сколько граммов воды надо добавить к 50 г раствора, содержащего 8% соли, чтобы получить 5% раствор соли? 
 Решение. 

Пусть х – количество воды, которое надо добавить. Новое количество раствора – (50 + х) г. Количество соли в исходном растворе – 50 · 0,08 г. Количество    соли    в   новом    растворе составляет 5% от (50 + х) г, то есть 0,05 (50 + х) г. 

Так как количество соли от добавления воды не изменилось, то оно одинаково в исходном и новом растворах. Получаем уравнение: 

50 · 0,08 = 0,05 · (50 + х)

 х = 30.

Ответ: 30 г. 

Задача 2. Смешали 30%-ый раствор соляной кислоты с 10%-ым и получили 600 г 15%-ого раствора. Сколько граммов каждого раствора было взято? 

Решение. 

Пусть взяли х г первого раствора, тогда второго раствора (600 – х) г. Составим таблицу. 

	Состояние смеси
	m, кг
	M, кг
	а

	I. 
	0,3х
	х
	0,3

	II.
	0,1(600 – х)
	600 – х
	0,1

	I + II.
	0,3х + 0,1(600 – х)
	600
	0,15


Получим уравнение: 

0,3х + 0,1(600 – х) = 600 · 0,15

х = 150

600 – х = 450

Ответ: 150 г, 450 г. 

Задача 3. Имеются два сплава, состоящие из цинка, меди и олова. Известно, что первый сплав содержит 40% олова, а второй – 26% меди. Процентное содержание цинка в первом и втором сплавах одинаково. Сплавив 150 кг первого сплава и 250 кг второго сплава, получим новый сплав, в котором оказалось 30% цинка. Определить, сколько килограммов олова содержится в полученном новом сплаве.

Решение. 

Пусть х кг – неизвестная доля цинка, общая для каждого сплава (0<х<1). Составим таблицу. 

	
	Общий вес
	Вес цинка
	Вес меди 
	Вес олова

	I сплав
	150
	150х
	90 – 150х
	0,4·150 = 60

	II сплав
	250
	250х
	0,26·250=65
	185 – 250х

	Новый сплав
	400
	400х
	155 – 150х
	245 – 250х


В новом сплаве содержится 400 · 0,3 = 120 кг цинка, х = 0,3. Тогда 245 – 250 · 0,3 = 170 кг. 

Ответ: 170 кг. 

Задача 4. Имеются два слитка, содержащие медь. Масса второго слитка на 3 кг больше, чем масса первого слитка. Процентное содержание меди в первом слитке 10%, во втором – 40%. После сплавления этих двух слитков получился сплав, процентное содержание меди в котором 30%. Определите массу полученного слитка. 

Решение. 

1) первый слиток: m1 = х кг, «чистой» меди в нем 0,1х кг;

2) второй слиток: m2 = (х + 3) кг, «чистой» меди в нем 0,4(х + 3) кг; 

3) новый сплав:  m3 = х + (х + 3) = (2х + 3) кг,  «чистой»  меди  в нем  0,3(2х + 3) кг. 

Так как при плавлении масса сохраняется, то получим уравнение: 

0,1х + 0,4(х + 3) = 0,3(2х + 3) 

х = 3

2х + 3 = 9

Ответ: 9 кг. 

Задача 5. Из сосуда, содержащего 9 л чистой кислоты, вылили некоторое количество кислоты и долили такое же количество воды. Затем вылили такое же количество смеси и долили опять водой, в результате получили 49%-ный раствор кислоты. Какое количество жидкости отливали каждый раз?

Решение: 

1) Пусть х л кислоты вылито, добавлено х л воды. Осталось (10 – х) л кислоты, концентрация которой - 
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, где 0 < х < 10.

2) Из полученной смеси вылито х л, осталось (10 – х) л смеси, содержащей (10 – х) 
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 чистой кислоты. 

3) Концентрация этой смеси равна 
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, а с другой стороны – это 49%-ный раствор, т. е. 
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4) Решим уравнение: (10 – х)2 = 49
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Условию задачи удовлетворяет х = 3. 

Ответ: 3 л. 

Задача 6 (из разряда олимпиадных). Имеются два слитка золота с серебром. Процентное содержание золота в первом слитке в 2,5 раза больше, чем процентное содержание золота во втором слитке. Если сплавить оба слитка вместе, то получится слиток, в котором будет 40% золота. Найдите, во сколько раз первый слиток тяжелее второго, если известно, что при сплаве равных по весу частей первого и второго слитков получается сплав, в котором 35% золота.

Решение. 

	
	Масса золота
	Масса слитков
	Концентрация 

	1-й слиток
	ху
	х
	y%

	2-й слиток
	0,4хуk
	kх
	0,4y% = 
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	1-й сплав
	ху+0,4хуk
	х + kх 
	40% = 
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	1-й слиток
	mу
	m
	y%

	2-й слиток
	0,4my
	m
	0,4y% = 
[image: image67.wmf]5

,

2

y

%

	2-й сплав
	mу + 0,4my
	2m
	35% = 
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Примечание: таблицу заполнять по ходу решения. Задача усложняется тем, что вводятся четыре переменные, от которых затем легко освобождаемся. Напомнить учащимся формулу, по которой рассчитывается концентрация смеси и сплава. 

Пусть 

х кг – масса первого слитка, тогда 

kх – масса второго слитка. 

у% - процентное содержание золота в первом слитке.

0,4у% - процентное содержание золота во втором слитке.

ху – масса золота в первом слитке.

0,4хуk – масса золота во втором слитке. 

(ху + 0,4хуk) – масса золота в первом сплаве.

(х + kх) – масса первого сплава. 

По условию концентрация золота в первом сплаве равна 40%. Получим первое уравнение: 
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Пусть 

m кг – масса первого или второго слитков второго сплава. 

2m – масса второго сплава. 

my – масса золота в первом слитке. 

0,4my – масса золота во втором слитке. 

(my + 0,4my) – масса золота во втором сплаве. 

По условию концентрация золота во втором сплаве равна 35%. Получим второе уравнение: 
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Итак, первый слиток в два раза тяжелее второго.

Ответ: в 2 раза. 


Список задач для самостоятельного решения

1. Зарплату рабочему повысили на 10%, а через год еще на 20%. Насколько процентов повысилась зарплата по сравнению с первоначальной? 

Ответ: на 32%

2. Производительность труда на заводе снизилась на 20%. Насколько процентов надо ее теперь повысить, чтобы достигнуть первоначальной?

Ответ: на 25%.

3. Саша за весну похудел на 20%, за лето поправился на 30%, за осень похудел на 20%, за зиму поправился на 10%. Как изменился его вес?

Ответ: похудел на 8,48%.

4. Цена товара последовательно снижалась два раза. Сначала на 20%, затем на 25%, и стала 60 рублей. Найти исходную цену товара и определить, насколько процентов она снизилась за оба раза.

Ответ: 100 рублей; 40 процентов.

5. В банк положен вклад из расчета 3% годовых. Какой доход (в процентах) принесет вклад через четыре года?

Ответ: 12,55%.

6. Банк предлагает вклад «студенческий». По этому вкладу сумма, имеющаяся на первое января ежегодно увеличивается на одно и то же число процентов. Вкладчик положил первого января 1000 рублей и в течение двух лет не производил со своим вкладом никаких операций. В результате вложенная им сумма увеличилась до 1210 рублей. Насколько процентов ежегодно увеличивается сумма денег, положенная на этот вклад? 

Ответ: 10%.

7. В свежих грибах было 90% воды. Когда их подсушили, то они стали легче на 15 кг при влажности 60%. Сколько было свежих грибов?  

Ответ: 90 кг. 

8. Свежие грибы содержали по массе 90% воды, а сухие – 12%. Сколько получится сухих грибов из 22 кг свежих? 

Ответ: 2,5 кг.

10 (ЕГЭ, 2005). При покупке ребенку новых лыж с ботинками родителям пришлось заплатить на 35% больше, чем 2 года назад, причем лыжи подорожали с тех пор на 20%, а ботинки – 70%. Сколько процентов от стоимости лыж с ботинками составляла 2 года назад стоимость лыж?

Ответ: 70%.

11 (ЕГЭ, 2006). По пенсионному вкладу банк выплачивает 12% годовых. По истечение каждого года эти проценты капитализируются, то ест начисленная сумма присоединяется к вкладу. На данный вид вклада был открыт счет в 80 000 рублей, который не пополнялся, и с которого не снимали деньги в течение двух лет. Какой доход был получен по истечении этого срока? 

Ответ: 20 352.

12 (ЕГЭ, 2006). Строительная фирма должна выполнить ремонт двух офисных зданий. Первое на сумму 2 000 000 рублей, а второе – на  1 500 000 рублей. По условиям договора уменьшение срока ремонта на один день дает доход в размере 0,5% от стоимости ремонта. Первый офис был отремонтирован на 5 дней раньше срока, а второй – на 4 дня позже срока. Определите доход фирмы по окончании  указанных работ (если фирма работала убыточно, то ее доход принято считать отрицательным).

Ответ: 14 000 рублей. 

13. Учитель зарабатывает на 25% меньше, чем профессор. На сколько процентов больше, чем учитель, зарабатывает профессор? 

Ответ: на 33
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14. Имеются два кислотных раствора: один – 20%, другой – 30%.  Взяли 0,5 л первого и 1,5 л второго раствора и образовали  новый раствор. Какова концентрация кислоты в новом  растворе? 

Ответ: 27,5. 

15. Сколько чистой воды надо добавить к 300 г морской воды, содержащей 4% соли, чтобы получить воду, содержащую 3% соли? 

Ответ: 100 г.  

16. Имеются два сплава меди с другим металлом, причем относительное содержание меди в одном из этих сплавов на 40% меньше, чем во втором. Сплавив кусок первого сплава, содержащий 6 кг меди, с куском второго сплава, содержащим 12 кг меди, получили слиток, содержащий 36% меди. Определить процентное содержание меди в первом сплаве. 

Ответ: 20%. 

17. В 500 кг руды содержится некоторое количество железа. После удаления из руды 200 кг примесей содержащих в среднем 12,5% железа, содержание железа в оставшейся руде повысилось на 20%. Определите, какое количество железа осталось еще в руде.

Ответ: 187,5 кг. 

18. Из сосуда емкостью 54 л, наполненного кислотой, вылили несколько литров и долили сосуд водой. Потом опять вылили столько же литров смеси. Оставшаяся в сосуде смесь содержит 24 л чистой кислоты. Сколько кислоты вылили в первый раз?

Ответ: 18 л.

19 (ЕГЭ, 2005). В бидон налили 3л молока 1%-ной жирности и 7 л молока 6%-ной жирности. Какова жирность полученного молока (в процентах)? 

Ответ: 4,5%.

20. Два куска латуни имеют массу 30 кг. Первый кусок содержит массу 5 кг чистой меди, а второй кусок – 4 кг. Сколько процентов меди содержит первый кусок латуни, если второй содержит меди на 15% больше первого?

Ответ: 25%.

21. Имеются два сплава  золота и серебра. В одном сплаве количества этих металлов находятся в отношении 1:2, в другом – 2:3. Сколько граммов нужно взять от каждого сплава, чтобы получить 19 г сплава, в котором золото и серебро находятся в отношении 7:12?

Ответ: 9 г , 10 г. 

22. Каждый из двух сплавов состоит из веществ А и В. Первый сплав содержит 20% вещества А, а второй – 40% вещества В. Некоторое количество первого сплава  и вдвое меньшее по массе количество второго сплава сплавили с пятью килограммами чистого вещества А и тремя килограммами чистого вещества В. В результате процентное содержание вещества А в новом сплаве стало больше процентного содержания вещества В во втором сплаве на 10%. Найдите массу нового сплава. 

Ответ: 14 кг. 

23. Смешав 30%-ый и 20%-ый растворы кислоты и добавив 4 кг чистой воды, получили 10%-ый раствор кислоты. Если бы вместо 4-х кг воды добавили 4 кг 70%-го раствора той же кислоты, то получили бы 50%-ый раствор кислоты. Сколько килограммов 30%-го и сколько килограммов 20%-го растворов было смешано?

Ответ: 1 кг 30%-го и 2 кг 20%-го. 
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